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Введение
Значительное число работ [1–10] посвящено
изучению управляемых систем массового обслужи
вания (УСМО). Это связано с тем, что именно 
УСМО удается описывать функционирование
многих реальных технических систем, в частности,
систем связи. Во многих работах изучаются систе
мы массового обслуживания (СМО), в которых ин
тенсивность обслуживания, моменты включения и
отключения резервного прибора зависят от числа
заявок в системе или от длины очереди. Однако си
стемы, в которых стратегия управления резервным
прибором зависит от времени ожидания, остались
изученными очень слабо.
Данная статья посвящена оптимизации систе
мы обработки информации, функционирование
которой описано математической моделью УСМО
с резервным прибором, управляемым по текущему
времени ожидания заявки, находящейся первой в
очереди.
1. Описание системы
По некоторому каналу связи поступают сооб
щения, которые должны обрабатываться ЭВМ. Эти
сообщения посылаются большим количеством ис
точников информации, так что общий поток таких
сообщений можно считать пуассоновским. После
предварительной обработки эти сообщения посту
пают для дальнейшей обработки на специализиро
ванную ЭВМ, которая в каждый момент времени
может обрабатывать только одно сообщение.
Оставшиеся сообщения записываются на диске и
образуют очередь. Кроме основной имеется резер
вная ЭВМ, которая вводится, в основном, для по
вышения надежности всей системы. На обрабаты
ваемые сообщения накладывается требование об
работать их к определенному сроку. Поэтому, когда
сообщений в очереди оказывается слишком много,
и время ожидания сообщения, находящегося в оче
реди первым, достигает некоторой пороговой ве
личины, резервная ЭВМ подключается к их обра
ботке. Эту реальную систему опишем следующей
математической моделью УСМО с резервным при
бором.
Рассмотрим однолинейную систему массового
обслуживания с простейшим входящим потоком
интенсивности , к которой может подключаться
резервный прибор. Обслуживание предполагается
экспоненциальным с интенсивностями 1 и 2 со
ответственно для основного и резервного прибо
ров. Если заявка, находящаяся в некоторый произ
вольный момент времени t первой в очереди, по
ступила в систему в момент времени t0, то величину
s(t)=t–t0 будем называть текущим временем ожида
ния заявки, находящейся первой в очереди. Дисци
плина обслуживания резервным прибором следую
щая: как только s – текущее время ожидания заяв
ки, находящейся в очереди первой, достигает вели
чины s0 (s0=const>0), подключается резервный при
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бор и берет на обслуживание заявку, стоящую пер
вой в очереди. После обслуживания одной заявки
он выключается, если s<s0, но продолжает работать,
если ss0. Необходимо найти такой оптимальный
момент подключения s0opt резервного прибора, ко
торый бы минимизировал средние суммарные по
тери такой системы в единицу времени.
Опишем рассматриваемую систему массового
обслуживания случайным процессом с компонен
тами {s(t), 1(t), 2(t)}, где s(t) – текущее время ожи
дания заявки, находящейся первой в очереди,
1(t) – число требований, находящихся в момент
времени t на обслуживании на основном приборе,
а 2(t) – число требований, находящихся в момент
времени t на обслуживании на резервном приборе,
1(t)=0,1; 2(t)=0,1. Кроме того, возможны еще че
тыре особых состояния: {1(t)=0, 2(t)=0} (система
пуста); {1(t)=0, 2(t)=1} (очередь пуста и работает
только резервный прибор); {1(t)=1, 2(t)=0} (оче
редь пуста и работает только основной прибор);
{1(t)=1, 2(t)=1} (очередь пуста и работают оба
прибора: и основной, и резервный).
Рассматривая возможные переходы за беско
нечно малый промежуток времени в заданное со
стояние, можно показать аналогично тому, как сде
лано в [7], что вероятности переходов не зависят от
предыстории, так как поток заявок простейший, а
обслуживание экспоненциальное. Следовательно,
процесс {s(t), 1(t), 2(t)} с особыми состояниями
{1(t)=0, 2(t)=0}, {1(t)=0, 2(t)=1}, {1(t)=1, 2(t)=0},
{1(t)=1, 2(t)=1} является марковским случайным
процессом. Предположим, что существует стацио
нарное распределение вероятностей, которое, как
известно, совпадает с финальным. Достаточным
условием существования стационарного режима
работы рассматриваемой системы массового обслу
живания является условие [7]: <1+2.
Финальную плотность вероятностей p(s, 1, 2)
величины (s, 1, 2) обозначим через p1(s) в области
0ss0, если 1=1, 2=0; p2(s) области 0ss0, если
1=1, 2=1; p3(s) в области ss0, для которой 1=1,
2=1. Обозначим через (0,0) – финальную вероят
ность особого состояния {1(t)=0, 2(t)=0} (вероят
ность того, что система пуста); (0,1) – финальную
вероятность того, что система находится в состоя
нии {1(t)=0, 2(t)=1}, когда очередь пуста, основ
ной прибор не работает, а работает только резер
вный прибор; (1,0) – финальную вероятность то
го, что в очереди заявок нет, резервный прибор не
работает, а работает только основной прибор, то
есть вероятность особого состояния {1(t)=1,
2(t)=0}; (1,1) – финальную вероятность того, что
очередь пуста, а основной и резервный приборы
обслуживают заявки, то есть вероятность особого
состояния {1(t)=1, 2(t)=1}.
Как показано в [7], финальные плотности веро
ятностей i(s) (i=1,3
	
) и финальные вероятности
особых состояний (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) име
ют следующий вид:
(1)
где
При 
1 Ci (i=
	
1,6), (0,0), (0,1), (1,0), (1,1)
имеют следующий вид:
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При =1 формулы (2) непригодны, так как
имеется неопределенность, раскрывая которую на
ходим
где 
2. Оптимизация системы
Рассмотрим случай, когда в описанной выше
системе имеют место потери только двух видов.
А. Потери от ожидания в очереди 
необработанных сообщений
Среднее значение потерь на ожидание можно
записать в виде
где s – текущее время ожидания сообщения, стоя
щего в очереди первым, а si (i=
	
1,n
	
) – текущие вре
мена ожидания последующих сообщений. Функ
ция f(s) бралась в виде: f(s)=D1U(s–T), где D1 – по
ложительная константа, имеющая смысл потерь от
ожидания одного сообщения в единицу времени; 
Величина Т имеет смысл допустимого времени
ожидания обработки сообщений.
Найдем функцию
Если сообщение, стоящее в очереди первым,
ждет время s, то за это время с вероятностью 
поступило еще n сообщений. Обозначая
через s1,...,sn их текущие времена ожидания, учитывая
пуассоновский характер потока сообщений из  усло
вия нормировки получим, что
Находя усредняя за
тем по n и si, получим
В частности, при f(x)=D1U(x–T):
Тогда
Таким образом, средние потери от ожидания
сообщений в очереди имеют вид
(4)
где p1(s), p2(s), p3(s) при 
1 и =1 имеют соответ
ственно вид (1), (2) и (1), (3).
Б. Потери на амортизацию резервного прибора 
(резервной ЭВМ)
Потери на амортизацию резервной ЭВМ можно
записать в виде
(5)
где D2 – потери от работы резервного прибора (ре
зервной ЭВМ) в единицу времени, а p2(s), p3(s),
(0,1), (1,1) при 
1 и =1 имеют соответствен
но вид (1), (2) и (1), (3).
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Таким образом, с учетом (4) и (5) средние сум
марные потери системы массового облуживания в
единицу времени примут вид
(6)
Задача оптимизации такой системы массового
обслуживания сводится к нахождению момента s0opt
включения резервной ЭВМ, минимизирующего
функцию потерь (6). Эта задача решена численно.
Для проверки корректности решения задачи про
ведены численные расчеты по нахождению опти
мального момента подключения s0opt резервной
ЭВМ в зависимости от отношения D1/D2, Т и пара
метров , 1, 2, полученных экспериментально.
Выводы
1. Предложена математическая модель процесса
обработки информации в виде системы массо
вого обслуживания с резервным прибором с
управлением, зависящем от времени ожидания.
2. Проведена оптимизация системы при учете по
терь на ожидание и амортизацию.
3. Результаты исследования могут быть использо
ваны при оптимизации систем, где важна не
длина очереди, а время ожидания заявок в оче
реди.
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